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Математика – царица всех наук, арифметика – царица  математики. 

 Карл Фридрих ГАУСС

Долгое путешествие по слегка затемненному второму этажу Здания завершилось долгожданной встречей с удивительным объектом – мощностью. Определяемая как класс эквивалентности множеств по отношению равномощности, мощность оказывается в итоге единой характеристикой всех тех множеств, между которыми можно установить взаимно однозначное соответствие. Тем самым появляется реальная возможность сравнивать различные множества между собой в смысле установления биекции между одним из них и частью другого. Если таковое соотношение выполняется, то первое множество можно считать в некотором смысле "более узким", чем второе. В результате все множества оказываются упорядоченными, причем каждому из них ставится в соответствие вполне определенный классификационный признак – мощность. Это обстоятельство и выбирается за отправную точку для введения чисел. 
Необходимо отметить, что числа существенно различаются по способу определения. В этой связи третий этаж условно подразделяется на четыре последовательно расположенных блока со своими весьма непохожими друг на друга обитателями. В первом блоке находятся числа, являющиеся мощностями множеств, отличающихся относительной простой структурой и называемых конечными. Каждый объект здесь оказывается числом элементов некоторого класса равномощных множеств. При работе с ними используется исключительно теоретико-множественый аппарат, т.е. строительный материал второго этажа. В первом блоке имеются две комнаты, в которых располагаются нуль и натуральные числа, являющиеся мощностями, соответственно, пустого и непустых конечных множеств. 
Во втором блоке мы встречаемся с числами, являющимися решениями некоторых уравнений. Здесь будут введены целые, рациональные и алгебраические числа. Каждый из этих числовых классов ассоциируется с алгебраическим уравнением специфического вида, куда в качестве параметров входят числа из предшествующего класса. Второй блок существенным образом использует алгебраический аппарат и может вывести нас к алгебраическим структурам, располагающимся этажом выше. 
Действительные числа, составляющие третий блок этажа, задаются как всевозможные сечения множества рациональных чисел. Понятие сечения тесно связано с отношением порядка, с которым нам предстоит встретиться на четвертом этаже. 
В заключительном блоке нас ожидают числа, являющиеся векторами – упорядоченными наборами действительных чисел. Мы ограничимся здесь рассмотрением комплексных чисел и кватернионов.

Введенные числовые множества чрезвычайно интересны сами по себе. С ними связана одна из древнейших и в то же время наиболее сложных математических дисциплин – теория чисел, в которой существует масса чрезвычайно просто формулируемых задач, над решением которых безуспешно билось не одно поколение математиков. Достаточно вспомнить знаменитую теорему Ферма, полное доказательство которой было найдено сравнительно недавно. Кроме того, действительные числа служат основой математического анализа. Наконец (и это обстоятельство для нас является важнейшим), числовые классы оказываются прекраснейшими моделями всевозможных математических объектов, встречающихся на нашем пути. Отталкиваясь от тех или иных свойств конкретных числовых множеств, мы приходим к различным типам математических структур. Множества, наделенные какими-либо структурами, называются структуризованными и составляют последующий этаж нашего величественного здания.
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ЧИСЛА

Блок А  
МОЩНОСТИ

Единица есть то, через что
каждое из существующих считается единым; 

числа же – множества, составленные из единиц.

ЕВКЛИД
M.C..Escher's "Colonnade of  St.Peter's in Rome" (  Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Натуральные числа – это свободные создания человеческого духа.
Герман ВЕЙЛЬ

Совершая увлекательное путешествие по второму этажу, пробираясь сквозь дремучие дебри теоретико-множественных конструкций, мы в конце концов вышли на своеобразное понятие мощности – совокупности всевозможных множеств, равномощных данному множества. Мощность оказывается общей характеристикой всех тех множеств, между которыми существует взаимно однозначное соответствие. Решающую роль здесь играет то обстоятельство, что все множества можно упорядочить, располагая их по возрастанию мощности. Пустое множество обладает наименьшей мощностью, которая и выбирается за начало отсчета, определяя число нуль. 
Среди безбрежного океана разнообразных множеств выделяются конечные, не столь уж богатые элементами. Добавление нового элемента для них оказывается настолько радикальной процедурой, что происходит заметное изменение их мощности. Натуральные числа, составляющие важнейший из числовых классов, определяются, как мощности непустых конечных множеств. Более широкие числовые множества, к сожалению, уже не будут мощностями. Для их строгого определения потребуется привлечение качественного иного математического аппарата. 

Комната 3.1. ЧИСЛО "НУЛЬ"

Бытие рождается в небытии, сущее берет начало в пустоте.
ХУАЙНАНЬ ЦЗЫ
На выходе из второго этажа, мы узнали, что, если одно множество оказалось равномощным собственному подмножеству другого, то первое из них обладает меньшей мощностью. Таким образом, все множества можно классифицировать по значению их мощности. Вспомним, что любая эквивалентность как раз и позволяет осуществить классификацию рассматриваемого семейства объектов. С помощью отношения равномощности совокупность всевозможных мощностей Card наделяется отношением строгого порядка <. 
Как известно, среди всевозможных множеств существует одно, радикально отличающееся от всех остальных. Оно (и только оно!) оказывается собственным подмножеством любого отличного от него множества, а значит, имеет наименьшую мощность. Речь, конечно же, идет о пустом множестве. Именно с этого фантастического понятия начинается грандиозное путешествие по сказочному миру чисел.

Замечание 3.1. Термин "наименьший" в действительности относится к теории упорядоченных структур, рассматриваемой лишь на четвертом этаже, и нуждается в пояснении. В данном случае речь идет о том, что любое множество, не равномощное пустому множеству, обладает большей мощностью (отношение "больше" для мощностей было ранее определено). 

Определение 3.1. Мощность пустого множества называется 
нулем или числом XE "число:нуль"  0.
Итак, справедливо равенство 0 = Card (.
Замечание 3.2. Здесь речь идет не о сравнении двух объектов, а о констатации того факта, что символ 0 используется в качестве сокращенной формы записи выражения Card (. Поднявшись еще на один этаж, мы продолжаем пополнять наш алфавит. Этим благородным занятием нам предстоит заниматься постоянно.

Замечание 3.3. Вспоминаем, что мощность множества – это совокупность всех равномощных ему множеств. На первый взгляд, наше определение характеризует нечто, никак не являющееся привычным и понятным нулем – добропорядочным числом, а совсем не семейством каких-то там множеств, хотя бы и равномощных пустому. Однако задумаемся над природой объекта Card (. Определяющим свойством пустого множества является отсутствие у него каких-либо элементов. Любое множество, равномощное пустому, также должно быть пустым. Таковым, например, оказывается множество отрицательных чисел, больших единицы; множество слонов, обитающих на луне; множество ныне здравствующих современников Юлия Цезаря. Тем самым число "нуль" оказывается единой характеристикой всех множеств, не имеющих элементов. Забегая вперед, отметим, что мощность служит обобщением понятия числа элементов. В частности, число элементов пустого множества равно нулю. Тем самым данное определение прекрасно согласуется с естественным количественным смыслом нуля. В дальнейшем мы убедимся, что строгие формальные определения числовых классов в действительности не столь уж сильно отличаются от соответствующих привычных понятий.

Замечание 3.4. Исторически нуль был введен много позднее, чем натуральные числа. Это объясняется тем обстоятельством, что понятие "ничто", являющееся своеобразным эквивалентом пустого множества, обладает весьма высоким уровнем абстракции. Вследствие этого оно было осознано человечеством на сравнительно позднем этапе развития. Однако с логической точки зрения исследование чисел естественнее начинать с нуля.

Замечание 3.5. Число "нуль" можно определить также с помощью теории упорядоченных множеств, как наименьший элемент вполне упорядоченного множества (см. этаж 4). Однако приведенное выше определение проще, поскольку опирается непосредственно на теорию множеств (находится ближе к основаниям здания) и не требует явного использования какой-либо структуры.

Обращаясь к более широким (т.е. к непустым) множествам, мы вступаем в следующую комнату, где нас ожидает встреча с натуральными числами, составляющими важнейший из числовых классов.
Комната 3.2. НАТУРАЛЬНЫЕ ЧИСЛА

Дао рождает одно, одно рождает два, два рождает три, а три рождает все существа.

ДАО ДЭ ЦЗИН
Интуитивно мы понимаем, что число "один", с которого начинаются натуральные числа, представляет собой количественную характеристику множества, состоящего из единственного элемента. Однако слово "единственный" фактически возвращает нас к определяемому понятию первого натурального числа, т.е. единицы. Таким образом, введение единицы оказывается далеко не тривиальным. Для достижения желаемой цели воспользуемся теоремой Кантора (см. комната 2.7), согласно которой мощность любого множества всегда меньше мощности его булеана. Мы уже немного познакомились с нулем, являющимся мощностью пустого множества. Следующее число попробуем ввести как мощность соответствующего ему булеана.

Определение 3.2. Единицей или числом 1 XE "число:один"  назовем мощность булеана пустого множества.
Замечание 3.6. Анри Пуанкаре как-то ехидно заметил: "Это определение в высшей степени подходит для того, чтобы дать представление о числе 1 тем лицам, которые никогда о нем не слышали". Однако, пожалуй, более уместным здесь будет высказывание Николая Лузина: "Мы должны склониться перед гением Человека, создавшего (не открывшего, а именно создавшего) понятие единицы".
Любое множество Х, равномощное (((), т.е. имеющее единичную мощность, представимо в виде 
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 Так, само множество ((() включает в себя лишь элемент (. Следовательно, биекция 
[image: image3.wmf]:()

AX

®bÆ

 определяется соотношением Ах = (. Таким образом, единица характеризует те и только те множества, которые имеют ровно один элемент, что прекрасно согласуется со здравым смыслом.

Замечание 3.7. Вспомним, что число 1 является классом эквивалентности в смысле выбранного нами отношения равномощности, а значит, на него распространяются общие принципы операции факторизации. Пусть, к примеру, на множестве студентов университета введено отношение эквивалентности, которое реализуется, если соответствующие два студента учатся на одном факультете. Тогда принадлежность двух конкретных студентов одному классу эквивалетности свидетельствует о наличии у них общего классификационного признака – факультета, на котором они обучаются. Аналогично равномощность множеств {x} и ((() говорит о том, что их объединяет какой-то общий классификационный признак, который позволяет охарактеризовать их числом 1. Фактически это означает (см. ниже), что оба выше указанных множества имеют одно и то же число элементов, равное единице.
Замечание 3.8. Вопреки утверждению Германа Вейля о том, что "из ничего и следует ничто", число 1 – нечто, являющееся чем-то вполне существенным, было получено из пустого множества, т.е. буквально "из ничего". Вслед за единицей мы введем и другие числа. Таким образом, всё последующее строение в некотором смысле выводится из "ничего", что, впрочем, никак не сказывается на прочности возводимых конструкций. Мы в полной степени руководствуемся здесь старым добрым принципом Дао дэ Дзин "действие надо начать с того, чего еще нет".
Замечание 3.9. Единицей можно было бы считать также мощность любого непустого множества, не имеющего непустых собственных подмножеств, т.е. минимальную мощность непустого множества. Тем самым число 1 – это та мощность, которая непосредственно следует за нулем (в теории упорядоченных структур – минимальный элемент вполне упорядоченного множества, превосходящий его наименьший элемент). Однако подобное определение фактически ничем не отличается от предшествующего.

Замечание 3.10. Более содержательный вариант определения единицы связан с его пониманием как мощности такого непустого множества, что для любых его элементов 
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 справедливо равенство 
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 Относительным недостатком этого определения служит то обстоятельство, что здесь нарушается последовательность построения – каждый последующий объект желательно вводить на основе предыдущего. В противном случае нам бы пришлось расселить натуральные числа по нескольким комнатам, а не хотелось бы. 
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Рис. 3.1. Построение натуральных чисел.

Следующим шагом, по идее, должно быть определение числа "два". По аналогии с определением 3.2 в качестве двойки мы могли бы выбрать мощность булеана множества Х единичной мощности. Действительно, булеан ((Х) представляет собой множество {(,Х}. Таким образом, выбор в качестве числа "два" выражения Card ((Х)  представляется вполне корректным. Однако, к сожалению, последующее число "три" уже никак нельзя определить подобным способом (оно не будет мощностью булеана какого-либо множества), а нам желательно сохранить некоторое единообразие. В этой связи под двойкой или числом 2 будем понимать мощность множества Y, представляющего собой объединение множества Х единичной мощности и множества {у} при у(Х. Последующие числа будем определять по тому же правилу (см. рис. 3.1).

Определение 3.3. Пусть задано число n, являющееся мощностью некоторого множества X. Числом n' назовем мощность множества Y = Х({у}, где у – произвольный элемент, не принадлежащий Х.
Замечание 3.11. Естественно, вводимое таким образом число n' не зависит ни от природы множества Х, ни от выбора элемента у. В противном случае это определение было бы заведомо не корректно. 
Замечание 3.12. Вообще-то, далеко не очевидно, что для выше указанного множества Х наверняка существует элемент у, ему не принадлежащий. Конечно, для любого конкретного множества мы, по-видимому, смогли бы всегда подобрать такой элемент. Но с позиций математической строгости это обстоятельство едва ли может служить серьезным аргументом. Однако мы знаем, что для любого множества существует множество большей мощности – его булеан. Следовательно, при установлении биекции между данным множеством Х и частью его булеана на последнем найдутся элементы, не соответствующие ничему на Х. Один из них и может быть выбран в качестве искомого элемента у.  
Замечание 3.13. Вместо n' часто записывают n+1. В последующей комнате будет определена операция сложения чисел. Тогда мы сможем убедиться, что рассматриваемое величина n' действительно равна сумме соответствующих чисел, чем и оправдано принятое обозначение.

Замечание 3.14. В нашем определении фактически используется принцип математической индукции XE "принцип:математической индукции" , который, вообще говоря, сам нуждается в пояснении. Однако мы не станем углубляться в эти вопросы. Для нас важно, что, имея некоторое число n, построенное по указанной схеме, можно ввести последующее число n'. В общем случае, если у нас есть истинность некоторого свойства Р(1) и справедливость Р(n') при условии Р(n), то последнее свойство будет выполняться для любого номера n.

Замечание 3.15. Переход от числа n к последующему числу n' можно интерпретировать как операцию первого порядка (см. этаж 4, блок В) на вводимом ниже множестве натуральных чисел. Это означает, что любому объекту данного множества (числу) с помощью некоторого оператора А ставится в соответствие объект той же природы – последующее число (см. рис. 3.1).

Замечание 3.16. Очевидно, единица также может быть введена с помощью определения 3.3. Действительно, если имеется число 0, а Х – множество нулевой мощности (т.е. пустое множество), то число 1 будет мощностью любого множества {у} (оно же – объединение Х({у}) в силу условия y(X. Тем самым все натуральные числа (а именно они вводятся указанным выше способом, см. определение 3.5) задаются единообразно. Это обстоятельство и позволяет поместить их в одну и ту же комнаты.

В определении 3.3 добавление к множеству нового элемента 
приводит к возрастанию мощности. Множества, обладающие этим свойством, имеют специальное наименование.

Определение 3.4. Множество X, удовлетворяющее соотношению Card X < Card(X ({у}) для всех y(X, называется конечным XE "множество:конечное" . В противном случае оно бесконечно XE "множество:бесконечное" .

Замечание 3.17. Конечные множества оказываются в некотором смысле "достаточно малыми" объектами, коль скоро добавление всего лишь одного нового элемента приводит к столь радикальному изменению свойств множества, что происходит возрастание его мощности. С другой стороны, как отмечал Блез Паскаль "единица, прибавленная к бесконечному, ничем его не увеличивает". Одним элементом больше, одним меньше – не столь уж важно, если перед нами Бесконечность. В этом смысле можно понять мысль Германа Вейля о том, что "в теории множеств нет никакой принципиальной разницы между элементами конечными и бесконечными – бесконечность даже кажется более простой". Действительно, неизменность мощности при пополнении множества новыми элементами можно вполне считать признаком простоты объекта.
Замечание 3.18. Вообще-то, существование столь странного и, казалось бы, абсолютно не постижимого объекта, как бесконечное множество, далеко не очевидно. Давид Гильберт сказал однажды: "Бесконечность! Ни один вопрос не оказывал столь глубокого воздействия на человеческий дух, ни одна идея не стимулировала столь плодотворно интеллект человека, и, тем не менее, ни одно понятие не нуждается в прояснении так сильно, как понятие бесконечности". Однако, как заметил Кантор, "боязнь бесконечности есть форма близорукости". При аксиоматическом изложении теории множеств это свойство формулируется в виде специальной аксиомы.

Замечание 3.19. Мощность бесконечного множества равна мощности множества всех его конечных подмножеств. Естественно, для конечных множеств это свойство не выполняется, поскольку любое подмножество конечного множества конечно.

Теперь представляется возможным дать, наконец, строгое определение натурального числа.

Определение 3.5. Натуральное число XE "число:натуральное"  есть мощность непустого конечного множества. 
Итак, все числа, определяемые в соответствии с определением 3.3, оказываются натуральными. Множество всех натуральных чисел 
обозначается через 
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Замечание 3.20. Натуральные числа, будучи по своей природе мощностями, представляют собой семейства множеств, т.е. имеют тип на единицу больший, чем обычные множества (см. этаж 2). Тогда весь класс 
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 имеет еще более высокий тип, поскольку включает в себя натуральные числа.
Замечание 3.21. Число нуль, являющееся мощностью пустого множества, не принято считать натуральным. Выделение нуля в отдельный числовой класс объясняется рядом причин, из которых отметим то обстоятельство, что нуль ассоциируется с пустым множеством, резко отличающегося от всех прочих. Вспомним также, что нуль нельзя определить в соответствии с определением 3.3, что свидетельствует о его особом положение среди всех обитателей первого блока.

Замечание 3.22. Мы определили множество натуральных чисел, указав алгоритм, следуя которому можно построить произвольное натуральное число. Можно дать и аксиоматическое определение натуральных чисел, путем указания полного перечня свойств, характерных для натуральных чисел и только для них. Мы вернемся к этому вопросу в самом конце книги (см. этаж 5).
Числа первого блока вводятся как признаки классификации "не очень больших" (конечных) множеств. В частности, мощность любого конечного множества называют числом XE "число:элементов множества"  его элементов. 
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Рис. 3.2. Интерпретация числа 1, как множества, свойства и элемента.
Замечание 3.23. Мощность служит обобщением понятия числа элементов на множества произвольной природы, в частности, на бесконечные объекты. Естественно, для бесконечных множеств понятие числа элементов не имеет смысла. В частности, фразу "бесконечное множество имеет бесконечное число элементов" следует признать совершенно не корректной.
Замечание 3.24. Любое натуральное число определяет количество элементов некоторого класса конечного множества. Исторически натуральные числа были введены как раз в процессе перечисления тех или иных объектов. Таким образом, приведенное выше определение натуральных чисел прекрасно согласуется с их естественным смыслом.

Замечание 3.25. На предшествующем этаже отмечалось, что все математичсские объекты могут быть интерпретированы как множества, свойства или элементы. Здесь уместно задаться вопросом, к какому из этих классов следует отнести число 1? Согласно определению 3.2 единица характеризуется равенством 1={x| P(x)}, где свойство P(x) означает, что объект (множество) х оказывается равномощным булеану пустого множества. В этой интерпретации число 1 подпадает под определение множества, будучи определенным как совокупность некоторых элементов, удовлетворяющих конкретному свойству. С другой стороны, единица, входящая в высказывание "число звезд Солнечной системы равно 1", имеет структуру 1(х), что является служить сокращенной формой выражения [х] = 1. Здесь объект х обозначает совокупность звезд Солнечной системы, а приведенное высказывание означает, что этот объект обладает свойством, поименованным символом 1, иметь ровно один элемент. Наконец, во включении 
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 единица оказывается элементом множества натуральных чисел. Тем самым можно убедиться в том, что подразделение математических объектов на множества, элементы и свойства весьма условно. Это говорит о том, что в данном случае мы не имеем дела с классификацией математических объектов. Вспомним, что любая классификация предполагает разиение исходной совокупности объектов на непересекающиеся классы объектов. Мы же видим, что классы множеств, элементов и свойств явно пересекаются (см. рис. 3.2). Итак, отношение некоего математического объекта к множествам, элементам и свойствам не является их собственной абсолютной характеристикой, а зависит от конкретной ситуации. 
До сих пор мы сталкивались исключительно с конечными множествами. Нетрудно догадаться, что, коль скоро среди множеств выделяется семейство конечных множеств, то должны существовать какие-либо объекты, не принадлежащие этому классу. Рассмотрим объединение 
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({0}, охватывающее все известные на данный момент числа (объекты первого блока числового этажа). Очевидно, оператор 
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 определяемый равенством Аn = n', оказывается биекцией (см. рис. 3.1). Отсюда следует, что множество натуральных чисел является бесконечным, а значит, его мощность не соответствует никакому натуральному числу. 

Замечание 3.26.  Если бы множество натуральных чисел оказалось конечным, то оно включало бы в себя и собственную мощность (вспомним, что натуральные числа и являются мощностями конечных множеств). А это уже выглядило бы не очень приличным с позиции теории типов. 

Итак, множество натуральных чисел не равномощно никакому конечному множеству. Однако любое конечное множество равномощно какому-либо собственному подмножеству 
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. Таким образом, мощность любого конечного множества строго меньше, чем  
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Замечание 3.27. Из приведенных рассуждений следует также, что существуют множества, равномощные своим собственным подмножествам. Фактически это свойство и лежит в основе понятия бесконечного множества (см. определение 3.4). 

Определение 3.6. Множество, равномощное 
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, называется  счетным XE "множество:счетное" . 

Замечание 3.28. Для любого счетного множества Х существует биекция 
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 Обозначив образ Аk произвольного натурального числа k через xk, установим, что произвольное счетное множество Х представимо в виде {x1, x2, ..., xk, ...}. Полученное представление называется последовательностью XE "последовательность"  и обозначается сокращенно через {xk} (понятно, что вместо k здесь может использоваться любой другой символ). Последовательности чрезвычайно широко применяются в анализе и топологии (см., в частности, этаж 4, блок С).

Множество 
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 равномощно 
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, а значит, счетно. Естественно задаться вопросом, все ли бесконечные множества счетны?
Замечание 3.29. Этот вопрос чрезвычайно принципиален. В случае счетного множества мы имеем дело с потенциальной бесконечностью XE "бесконечность:потенциальная" , поскольку бесконечное множество здесь может быть, в принципе, реализовано в процессе построения всех своих элементов. При отсутствии счетности такой возможности уже нет. Тем самым мы сталкиваемся с понятием актуальной бесконечности XE "бесконечность:актуальная" , состоящим в рассмотрении бесконечного множества как реально существующего объекта вне зависимости от процесса его построения. В интуиционистской математике концепция актуальной бесконечности отвергается.
Пример 3.1. Последовательности натуральных чисел. Если множество всевозможных последовательностей натуральных чисел счетно, то каждой из них можно сопоставить некоторое натуральное число n. Пусть n-ая последовательность имеет вид 
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 Рассмотрим теперь числовую последовательность 
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 Предположим, что ей соответствует некоторой номер k в данном списке последовательностей атуральных чисел. Тогда справедливы равенства 
[image: image22.wmf]111222

1,1

kk

xxxx

++

==

 и т.д. В частности, k-ый элемент этой последовательности должен удовлетворять равенству 
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 чего никак не может быть. Следовательно, множество последовательностей натуральных чисел не счетно.
Замечание 3.30. Существование несчетных бесконечных множеств также следует из теоремы Кантора. В частности, примером несчетного множества служит булеан 
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Замечание 3.31. Мощность булеана 
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 называется континуумом XE "континуум"  и равна мощности рассматриваемого в дальнейшем множества действительных чисел (см. комната 3.6).
Не все числа являются по своей природе мощностями. Определяемые в дальнейшем числовые множества уже не могут быть представлены как мощности каких-либо множеств. Тем самым мы подступаем к новому блоку третьего этажа. Если до сих пор при определении чисел мы прекрасно обходились теоретико-множественными конструкциями, то в дальнейшем нам придется осваивать принципиально иной математический аппарат, а именно, обратиться к исследованию некоторых уравнений.

Замечание 3.32. Своего рода обобщениями понятия числа, связанными с мощностями бесконечных множеств, являются трансфинитные числа XE "число:трансфинитное" . Однако они остаются в стороне от выбранного нами пути по зданию Математики. В данном случае для нас не столь уж важно, располагается ли они на втором этаже (речь идет о мощностях множеств), на третьем этаже (в некотором смысле они служат обобщением натуральных чисел) или даже на четвертом (здесь явно задействована структура порядка). Это, кстати, служит еще одним подтверждением условности нашего разбиения здания математики на этажи, блоки и комнаты. Понятно, что далеко не всем обитателям математического мира выпадет счастье встретиться на нашем пути.
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Блок В  
РЕШЕНИЯ
Мощь чисел проявляется...

 во всех деяниях и помыслах людей,

во всех ремеслах и музыке.

ФИЛОЛЕЙ
M.C..Escher's "Colonnade of  St.Peter's in Rome" (  Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Всюду, где число, там и красота.
ПРОКЛ
На предшествующем этаже мы встречались с уравнением, одним из важнейших математических понятий, представляющем собой задачу восстановления прообраза некоторого элемента при действии определенного оператора. Числа, находящиеся во втором блоке, вводятся как решения тех или иных уравнений. В частности, целые числа задаются как решения аддитивного уравнения – задачи нахождения одного из слагаемых по известным значениям суммы и второго слагаемого (параметров уравнения), выбираемым из класса натуральных чисел. Рациональные числа будут решениями мультипликативного уравнения – задачи определения одного из сомножителей при известных целых значениях второго сомножителя и произведения. Решения общего алгебраического уравнения (т.е. корни полиномов) с рациональными коэффициентами образуют алгебраические числа. Для определения указанных классов требуется сначала ввести на рассматриваемых числовых множествах соответствующие операции – сложение и умножение. 
При переходе на четвертый этаж мы подробнее познакомимся с математическим аппаратом, используемым при определении чисел рассматриваемого блока. За этими действиями стоят алгебраические структуры, играющие чрезвычайно важную роль в математике и ее неисчерпаемых приложениях.

Комната 3.3. ЦЕЛЫЕ ЧИСЛА

Целые числа придумал Бог. Всё остальное – дело рук человеческих.

Леопольд КРОНЕКЕР

Мы по-прежнему стремимся к построению новых математических объектов. Как всегда в качестве строительного материала нам разрешено использовать только уже имеющиеся конструкции. В данном случае таковыми будут, прежде всего, натуральные числа. Однако для того, чтобы подобрать ключ к первой комнате блока В и определить аддитивное уравнение, необходимо предварительно ввести операцию сложения натуральных чисел. Для этого нам предстоит сначала спуститься на предшествующий этаж – к мощностям, и ввести для них соответствующую операцию. Затем, вспоминая, что натуральные числа составляют некоторый класс мощностей, мы легко вернемся на третий этаж, рассмотрим аддитивное уравнение на множестве натуральных чисел и определим целые числа в качестве решений этого уравнения. 
Попытаемся немного расширить наши не столь уж глубокие познания в области теории множеств. Суммой XE "сумма:мощностей"  х+у мощностей х и у непересекающихся множеств Х и Y называется выражение [X(Y], т.е. мощность объединения данных множеств.

Замечание 3.33.  Характерно, что сумма представляет собой объект той же природы, что и исходные величины х и у, т.е. оказывается мощностью некоторого множества (см. рис. 3.3). В подобных случаях говорят, что на рассматриваемом классе объектов (в данном случае, на семействе мощностей Сard) определена операция (точнее, бинарная операция, см. этаж 4). Эту операцию называют сложением XE "сложение:мощностей"  (более точно, сложением мощностей), а объекты х и у – слагаемыми. 

Замечание 3.34. Свойства различных операций изучает алгебра XE "алгебра"  – одна  из ведущих математических дисциплин. Исторически алгебра возникла и развивалась, как теория уравнений. Однако постепенно сложилось мнение о том, что определяющим понятием алгебры является все-таки не уравнение, а операция. С основами алгебры мы познакомимся на четвертом этаже при рассмотрении алгебраических структур.
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Рис. 3.3. Сложение мощностей.

Пример 3.2. Рассмотрим конечные множества

X = {x1, x2 , ... , xm},  Y = {y1 , y2 , ... , yn} 

при выполнении условий
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Очевидно, множества X и Y не пересекаются. Найдем объединение

X(Y = {x1, ... , xm, y1, ... , yn}.

Справедливы равенства

[Х] = m, [Y] = n, [X(Y] = m+n.

Таким образом, число (мощность) m+n действительно является суммой чисел (мощностей) m и n (см. рис. 3.3). 

Замечание 3.35. Здесь-то мы, наконец, убеждаемся в том, что рассмотренное ранее выражение n', обозначающее натуральное число, следующее по порядку за n, действительно равно сумме чисел n и 1.

Очевидно, для любых множеств X, Y, Z справедливы соотношения
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Отсюда следует чрезвычайно важные свойства ассоциативности XE "ассоциативность"  и коммутативности XE "коммутативность"  операции сложения мощностей (см. рис. 3.4 и 3.5)
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где 
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Рис. 3.4. Ассоциативность сложение мощностей.
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Рис. 3.5. Коммутативность сложение мощностей.

Замечание 3.36. Мы установили ассоциативность и коммутативность сложения мощностей, а значит, и натуральных чисел. Эти вопросы относятся к теории алгебраических структур (см. этаж 4).
Еще одно свойство операции сложения связано с особенностями пустого множества. Для любого множества Х справедливы равенства:

Х(( = (,  Х ((  = X.

Тогда имеет место соотношение 

х + 0 = х  (х(Сard,

т.е. в результате сложения произвольной мощности с нулем получается исходная мощность (см. рис. 3.6).
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Рис. 3.6. Сложение произвольной мощности с нулем.
Замечание 3.37. Мы убеждаемся, что в классе мощностей (а следовательно, и чисел) нуль играет какую-то особую роль. В теории алгебраических структур установленное свойство означает, что нуль является единичным элементом XE "элемент:единичный"  (или единицей XE "единица" ) на множестве мощностей с операцией сложения (см. этаж 4). В следующей комнате мы встретимся с единичным элементом относительно другой операции. 

Замечание 3.38. Полученные результаты говорят о том, что множество мощностей с операцией сложения оказывается коммутативным моноидом (см. этаж 4б блок В).
Поскольку элементы множества 
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0 (неотрицательные целые числа)  являются мощностями, для них имеет смысл сложение. Отметим весьма важное, но изначально не очевидное свойство – сумма элементов класса 
[image: image35.wmf]¥

0 также принадлежит этому множеству (см. рис. 3.7). 

Замечание 3.39. Это объясняется тем, что объединение конечных множеств непременно конечно, а значит, сумма их мощностей определяет некоторое натуральное число.  

Итак, на рассматриваемом числовом множестве также определена операция сложения (с подобной ситуацией мы уже сталкивались в примере 3.1).

Замечание 3.40. В данном случае мы использовали одну чрезвычайно важную процедуру, широко применяемую в различных разделах Математики. Пусть задано какое-либо множество, на котором определено некоторое свойство (в частности, класс мощностей Сard с операцией сложения). Далее, мы рассмотрели его собственное подмножество (в данном случае, 
[image: image36.wmf]¥

0), причем оказалось, что описанное свойство имеет смысл и на данном подмножестве (на 
[image: image37.wmf]¥

0 сложение также является операцией). В таком случае говорят, что структура множества (здесь, алгебраическая структура 
[image: image38.wmf]¥

0) индуцирована XE "структура:индуцированная"  соответствующей структурой исходного множества (классом мощностей Сard). Следует отметить, что структура индуцируется не на всякое подмножество структуризованного множества (множества, наделенного набором некоторых специфических свойств, см. этаж 4). В частности, для элементов конечного множества М = {1,2,3,4,5} согласно определению 3.8 имеет смысл сложение. Однако сумма не всегда будет элементом М (см. рис. 3.7). Следовательно, сложение не является операцией на множестве М. При этом говорят также, что множество М не замкнуто относительно сложения в том смысле, что сумма может выйти за пределы рассматриваемого множества. С другой стороны, можно индуцировать операцию сложение, например, на множество натуральных чисел, а также четных чисел.
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Рис. 3.7. Сложение индуцируется с Card на
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0 и не индуцируется на М.
Определив сложение на множестве 
[image: image41.wmf]¥

0, мы, наконец, подобрали нужный ключ. Теперь остается вставить его в замочную скважину, открыть дверь и войти... Для этого нам понадобится введенное на предшествующем этаже понятие уравнения. Как уже отмечалось ранее, уравнением, определяемым оператором А, действующим из множества Х в множество Y, называется задача восстановления элемента х(Х по известному его образу у(Y при действии оператора А. Тем самым решение х должно удовлетворять равенству Ах = у. 

Пусть задан произвольный элемент а(
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0. Введем оператор 
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 с помощью соотношения:
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Аддитивным уравнением XE "уравнение:аддитивное"  на 
[image: image45.wmf]0

¥

 назовем задачу нахождения такого элемента х из 
[image: image46.wmf]¥

0, который удовлетворяет соотношению
а + х  =  у
при известных значениях а и у из того же класса.
Очевидно, аддитивное уравнение на множестве 
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 может иметь решение (в частности, при  а = 2  и  у = З  получаем  х = 1), а может и не иметь (например, при  а = 2  и  у = 1). Установив факт отсутствия решения аддитивного уравнения в том или ином конкретном случае, мы, казалось бы, должны смириться с этой прискорбной ситуацией. Однако уважающие себя математики всегда выйдут с честью из столь неприятного положения. 

При исследовании конкретной задачи непременно следует указывать класс объектов, на котором осуществляется поиск решения. Возможно, решение отсутствует не вообще, а лишь в данном заранее фиксированном и слишком узком классе. В этом случае решение может существовать на более широком множестве. Тем самым можно попытаться искусственно расширить имеющийся изначально класс объектов так, чтобы на получаемом более широком множестве задача наверняка имела решение. 
Принимая на вооружение столь глубокомысленные соображения, расширим имеющееся в нашем распоряжении множество 
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0 таким образом, чтобы для любых его элементов а и у аддитивное уравнение оказалось разрешимым. В результате приходим, наконец, к понятию целого числа.

Определение 3.7. Множеством целых чисел 
[image: image49.wmf]¢

  XE "число:целое" назовем совокупность решений х аддитивного уравнения при всевозможных значениях 
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Итак, множество целых чисел характеризуется следующим соотношением:
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Замечание 3.41. Приведенное определение целых чисел вызывает явное недоумение. Разве мы что-то задали, утверждая, что целые числа – это решения аддитивного уравнения? А где гарантия, что такие решения всегда существуют? Мы же, как будто, обязаны доказывать, а не постулировать существование решения. Об этом, казалось бы, нас учит вся история Математики. Однако вспомним, при каких обстоятельствах были введены целые, а точнее, отрицательные числа (натуральные числа, как отмечалось ранее, появились в процессе перечисления тех или иных объектов). Вот типичный пример рассуждений, приводящих к определению отрицательного числа. У меня имеется некоторая весьма солидная денежная сумма. Если к ней добавить, к примеру, два рубля (лучше доллара!), то получается один рубль. В этом случае имеющуюся изначально величину, подлежащую нахождению, можно интерпретировать как долг. Приобретая дополнительно что-то, я расплачиваюсь с долгами. И результатом такового сложения будет сумма, меньшая, чем добавляемая величина. Фактически иного способа введения отрицательных чисел и не было. Их придумали как раз для того, чтобы охватить житейские ситуации, аналогичные описанной выше, т.е. чтобы обеспечить непременную разрешимость аддитивного уравнения. Если кому-то такое определение целых чисел покажется излишне искусственной, то не грех будет вспомнить, что и натуральные числа (как и прочие математические объекты) также являются выдумкой математиков, но выдумкой чрезвычайно удобной, подчиняющейся строгим законам и позволяющей решать различные прикладные задачи. Определение целых чисел ничуть не хуже других.

Замечание 3.42. В математике как-то не принято говорить о том, что какая-либо задача вообще не имеет решения. Более верным будет утверждение о том, что эта задача не имеет решения на конкретном множестве. Как любил повторять Давид Гильберт, "мы убеждены в том, что любая математическая задача поддается решению". И если вдруг окажется, что не существует объекта, удовлетворяющего нашему уравнению, то мы всегда сохраняем за собой конституционное право искусственно расширить рассматриваемый класс объектов. В результате этой процедуры на расширенном классе наша задача уже окажется разрешимой в силу того, что мы соответствующим образом пополнили исходный класс, домыслив нечто, названное по определению решением задачи. Не зря говорил Георг Кантор: "сущность математики заключается в ее свободе". Если какого-либо недоверчивого скептика такой прием не очень удовлетворяет, то ему предоставляется возможность серьезно поразмышлять о том, как появились в людском обиходе отрицательные числа. В действительности, как и все прочие обитатели нашего здания, они были придуманы людьми, а не взяты непосредственно из окружающего мира. По словам Рихарда Куранта, "ясное осознание необходимости отказа от основных математических понятиях как о реально существующих предметах явилось одним из самых важных и плодотворных завоеваний современного аксиоматического развития математики". 
Замечание 3.43. В теории дифференциальных уравнений долгое время довольствовались понятием классического решения XE "решение:классическое"  задачи, под которым понимали функцию, имеющую такое количество непрерывных производных, каков порядок данного уравнения, и удовлетворяющую рассматриваемому уравнению (с соответствующими краевыми условиями) в каждой точке своей области определения. Однако возможности теории дифференциальных уравнений и, в первую очередь, уравнений математической физики, существенно расширились при переходе к понятию обобщенного XE "решение:обобщенное"  (или слабого XE "решение:слабое" ) решения, принадлежащего более широкому функциональному классу (например, пространствам Соболева) и удовлетворяющему некоторому интегральному тождеству, определенным образом связанному с исходным уравнением. Аналогичная ситуация наблюдается в вариационном исчислении и теории оптимального управления, где первоначально под решением задачи подразумевалась функция, на которой достигается минимум имеющегося функционала на заданном множестве ограничений. Однако в современной теории экстремума широко используется понятие обобщенного решения, на котором достигается минимум функционала для расширенной экстремальной задачи XE "задача:экстремальная, расширенная" , равный (возможно не достижимой) нижней грани функционала для исходной задачи. С этих же позиций число -1 может пониматься как обобщенное решение аддитивного уравнения 
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Замечание 3.44. Если кого-либо не удовлетворяют приведенные выше рассуждения, то ему можно предложить логически более строгое определение, приведенное в замечании 3.49 и фактически эквивалентное рассматриваемому.

Замечание 3.45. Имея некоторую фантазию, можно сопоставить каждому конечному множеству некий объект, условно называемый "антимножеством", который в объединении с исходным множеством дает (. Физическим аналогом этой конструкции могут служить антивещество, вступающее в аннигиляцию с обычным веществом (или положительный и отрицательный заряды). Тогда под отрицательным числом можно понимать "мощность антимножества". В этом случае отрицательные числа, казалось бы, будут иметь ту же природу, что и натуральные. Однако алгебраический смысл вводимых объектов сохраняется, поскольку само "антимножество" определяется как решение своего рода аддитивного уравнения, где вместо натурального числа присутствует конечное множество, а операция сложения заменяется на объединение.
Естественно, любое натуральное число и нуль будут целыми числами, поскольку являются решениями аддитивного уравнения при некоторых значениях его параметров (в частности, при а(у). Таким образом, в данном случае речь действительно идет о расширении числового множества. Однако было бы интересно узнать, насколько далеко мы продвинулись вперед, перейдя от натуральных чисел к целым. Для этого следует, прежде всего, описать новые объекты из числа целых чисел. Для произвольного натурального числа а отрицательным числом  XE "число:отрицательное" -а назовем решение х уравнения  а + х = 0.  
Замечание 3.46. В алгебре элемент -а называют обратным XE "элемент:обратный"  к а в смысле рассматриваемой операции (см. этаж 4). Это означает, что его сумма с а дает единичный элемент (в данном случае таковым оказывается число нуль).

Очевидно, множество натуральных чисел, отрицательных чисел и нуль образуют разбиение множества 
[image: image53.wmf]¢

. Это обстоятельство позволяет найти мощность множества целых чисел. Представим это множество следующим образом:


[image: image54.wmf]¢

 = { 0, 1, -1, 2, -2, ... }.

Тогда каждому целому числу можно однозначно поставить в соответствие натуральное число, равное порядковому номеру данного целого числа в указанном представлении. Тем самым множество 
[image: image55.wmf]¢

 представимо в виде некоторой последовательности. Следовательно, множество целых чисел  равномощно 
[image: image56.wmf]¥

, а значит, счетно.

Замечание 3.47. Естественно, множество целых чисел бесконечно, 
будучи равномощным своему собственному подмножеству 
[image: image57.wmf]¥

. Нас, однако, подобные "экзотические" свойства уже должны бы перестать удивлять.

Итак, мы добились определенных успехов на пути построения новых классов чисел. Однако впереди у нас еще большая часть этажа. Теперь мы вправе задаться вопросом, а не подойдет ли уже имеющийся в наших руках ключ и к следующей двери? Мы получили целые числа, рассмотрев аддитивное уравнение с параметрами из множества 
[image: image58.wmf]¥

0. Логично предположить, что, выбирая эти параметры из существенно более широкого множества целых чисел, мы  установим и более широкий класс решений, а значит, получим новое обобщение понятия числа. А там, быть может, удастся продвинуться еще дальше, выбирая характеристики уравнения из уже нового класса чисел. Однако для определения аддитивного уравнения на 
[image: image59.wmf]¢

 необходимо распространить операцию сложения на целые числа. 

Как известно, для любых целых чисел x, x' существуют такие элементы a, y, a', y' из 
[image: image60.wmf]¥

0 , что имеют место равенства

a + x = y,  a' + x' = y'.

Суммой XE "сумма:целых чисел"  x + x' целых чисел x и x' назовем решение z аддитивного уравнения (a + a') + z = (y + y'). Поскольку суммы a+a' и y+y' принадлежат множеству 
[image: image61.wmf]¥

0, величина x+x' действительно оказывается целым числом, т.е. на множестве 
[image: image62.wmf]¢

 имеет смысл операция сложения (см. рис. 3.8).
Замечание 3.48. Ранее мы, введя операцию сложения на множестве мощностей, индуцировали ее на более узкое множество 
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0. Теперь же, напротив, мы распространили эту операцию с 
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0 на более широкое множество целых чисел. В данном случае речь идет уже о продолжении структуры XE "продолжение:структуры"  (cм. рис. 3.9). Характерно, что операция сложения, индуцированная на 
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0 определенной выше операцией на 
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¢

 совпадает с естественным сложением на 
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0.
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Рис. 3.8. Сложение целых чисел.
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Рис. 3.9. Распространение операции с множества Card  на 
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0 и далее на 
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.
С помощью отрицательных чисел и сложения на 
[image: image72.wmf]¢

можно получить общее представление целых чисел. В частности, решение аддитивного уравнения для произвольных значений а, у из 
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0 имеет вид

х = (-а) + у,

где выражение -0 считается равным нулю. Действительно, подставляя это значение в левую часть аддитивного уравнения, находим

a + x  =  a + ((-а) + у)  =  (a + (-а)) + у  =  0 + у  =  у.

Таким образом, приведенное выше число х действительно оказывается решением аддитивного уравнения. Для него обычно используется сокращенная форма записи  х = у–а.
Замечание 3.49. При доказательстве мы пользовались ассоциативностью умножения и свойством нуля. Более подробно эти вопросы будут рассматриваться на следующем этаже при рассмотрении алгебраических структур.

Замечание 3.50. Любое целое число х характеризуется парой (а,у) элементов множества 
[image: image74.wmf]0
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 (параметров аддитивного уравнения). В этой связи под целым числом можно понимать указанную пару, для обозначения которой и используется запись у-а. На множестве таких пар можно ввести операцию сложения в соответствии с равенством (а,у) + (а',у') = (а+а', у+у'), эквивалентную определенному ранее сложению целых чисел. Любому свойству целого числа, понимаемого как решение аддитивного уравнения (например, вводимым ниже умножению и порядку), соответствует аналогичное свойство, записанное с помощью рассматриваемых пар. Отметим, однако, что одно и то же целое число характеризуется целым набором пар указанного вида. В этой связи пары (а,у) и (а',у') будем считать эквивалентными, если существует такое значение b(
[image: image75.wmf]¥

0, что имеют место равенства a' = a + b, y' = y + b, либо a = a' + b, y = y' + b. Это означает, аддитивные уравнения с параметрами а, у и а', у' имеют одно и то же решение, см. рис. 3.10. Теперь между множествами целых чисел и классами эквивалентности пар элементов множества 
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 существует взаимно однозначное соответствие. Таким образом, понятие целого числа, решения аддитивного уравнения, эквивалентно определению целого числа, как класса эквивалентности пар натуральных чисел (точнее, элементов множества 
[image: image77.wmf]¥

0). Вспомним, что и натуральные числа были определены как классы эквивалентности (по отношению равномощности) некоторых объектов. 
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Рис. 3.10. Интерпретация целого числа х в качестве пары.

Замечание 3.51. Мы еще встретимся с интерпретацией элементов числовых множеств в виде пар (или упорядоченных наборов более высокого порядка) чисел более простой природы. Так, рациональные числа можно понимать как специфические пары целых чисел (см. комната 3.4), а комплексные числа – как пары действительных чисел (см. комната 3.7). Алгебраические числа однозначно определяются конечным набором коэффициентов алгебраического уравнения (комната 3.5), а кватернионы сводятся к четверке действительных чисел (комната 3.8). В этой связи все указанные числовые классы, можно было бы отнести к четвертому блоку этажа, где располагаются числа, являющиеся векторами. Однако для нас важно то обстоятельство, что некоторые из них можно также интерпретировать, как решения определенных уравнений с параметрами, выбираемыми из предшествующего числового класса, а другие – нельзя. Тем не менее, следует иметь в виду, что принятое нами разделение этажа на секции (как, впрочем, и всего здания на этажи) носит весьма условный характер.

Множество целых чисел было получено путем пополнения множества 
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0 всевозможными решениями аддитивного уравнения с параметрами а,у из 
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0. Можно было бы ожидать, что, выбирая эти величины из более широкого множества целых чисел, мы получим и более общий класс решений. Как ни странно, этого не происходит. Действительно, для произвольного целого числа х определяем противоположное число -х, под которым понимается соответствующее отрицательное число, если х является натуральным, нуль, если  х = 0, и такое натуральное число а, что -а = х, если х – отрицательно. Тогда справедливо соотношение
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подразумевающее, что любое целое число х обладает обратным -х. В результате для любых целых значений а, у аддитивное уравнение имеет целое решение, вновь определяемое по формуле х = у–а, правая часть которого опять же является сокращенной формой записи выражения 
(-а)+у. Таким образом, дальнейшее расширение числовых множеств на основе аддитивного уравнения не представляется возможным (см. рис. 3.11).

Замечание 3.52. Аддитивное уравнение с целыми параметрами всегда имеет целое решение, в то время как на 
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 подобное свойство, вообще говоря, не выполняется. Дело здесь в том, что множество целых чисел образует аддитивную группу, в то время как множество 
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 лишь аддитивный моноид. Разрешимость подобных уравнений будет исследоваться на этаже 4 при рассмотрении алгебраических структур.
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Рис. 3.11. Аддитивное уравнение расширяет класс  
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но не 
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Замечание 3.53. Для целого числа а определим оператор В : 
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(
[image: image88.wmf]¢

 с помощью равенства Вх = а+х для всех х(
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. При  а(
[image: image90.wmf]0

¥

 оператор В называют продолжением XE "продолжение:оператора"  оператора А на множество 
[image: image91.wmf]¢

, а А – сужением XE "сужение:оператора"  оператора В на 
[image: image92.wmf]0
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. Можно показать, что решение аддитивного уравнения единственно (это будет сделано на этаже 4). Тогда оператор В обратим, причем обратный к нему оператор характеризуется равенством  В-1 у  =  у – а.
Замечание 3.54. Наряду с множеством 
[image: image93.wmf]¢

 рассматривают также комплексные целые числа и алгебраические целые числа (см. последующие комнаты).
Дальнейшее расширение числовых множеств осуществляется на основе другой операции – умножения, которая подобно сложению вводится сначала на множестве мощностей.

Комната 3.4. РАЦИОНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА

Я полагаю, что числа и функции анализа не являются произвольным созданием нашего ума; я думаю, что они существуют вне нас с такой же необходимостью, как и предметы объективной реальности, и мы их встречаем или открываем и изучаем так же, как физики, химики и зоологи.

                  Шарль ЭРМИТ

Ключ от данной комнаты опять-таки находится на втором этаже. Поэтому, как и в предшествующем случае, нам придется спуститься вниз и обратиться к теоретико-множественному аппарату. Введем еще одну операцию на множестве мощностей (см. рис. 3.12). В частности, произведением XE "произведение:мощностей"  х(у мощностей х и у множеств Х и Y называется мощность их произведения [X(Y]. 

Замечание 3.55. Здесь имеется определенная логика: произведению множеств соответствует произведение их мощностей.

Замечание 3.56. В соответствие с имеющейся традицией символ "(" при обозначении операции умножения часто опускается, и вместо х(у используется сокращенная запись ху.
Произведение мощностей вновь оказывается мощностью. Таким 
образом, на множестве Сard вводится новая операция, называемая умножением XE "умножение:мощностей" . При этом величины х и у называют сомножителями. 
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Рис. 3.12. Умножение мощностей.

Пример 3.3. Рассмотрим множества

X = {x1,x2},  Y = {y1,y2,y3}.

Их произведение равно

X(Y  =  {(x1,y1), (x1,y2), (x1,y3), (x2,y1), (x2,y2), (x2,y3)}.
Справедливы равенства

[Х] = 2, [Y] = 3, [X(Y] = 6.

Таким образом, мы строго доказали (вот радость-то!) справедливость равенства 2SYMBOL 215 \f "Symbol"3 = 6.

Установим некоторые свойства умножения мощностей. Из условия
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для любых множеств X, Y, Z следует соотношение
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где 
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 Тем самым мы доказали ассоциативность умножения мощностей (см. рис. 3.13). 
Умножение множеств не коммутативно, т.е. равенство 
[image: image98.wmf],
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 вообще говоря, не имеет места (элементы, составляющие пару, не равноправны). Тем не менее, между этими произведениями можно установить взаимно однозначное соответствие, при котором каждой паре 
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 Это обстоятельство позволяет установить равенство 
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, т.е. умножение мощностей все-таки оказывается коммутативно (см. рис. 3.14). 
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Рис. 3.13. Ассоциативность умножения мощностей.
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Рис. 3.14. Коммутативность умножения мощностей.

Замечание 3.57. Обратим внимание на то, что коммутативность оказывается менее очевидным, чем ассоциативность. Не случайно в дальнейшем (см. этаж 4) ассоциативность операции будут играть более важную роль, чем коммутативность.
Продолжая исследовать операцию умножения, отметим, что для любого множества Х произведение X(( пусто. Тогда из определения операции произведения следует соотношение

х ( 0 = 0  (х(Сard,

т.е. умножение любой мощности на нуль дает нуль.

Замечание 3.58. Полученное результат еще раз подчеркивает особую роль нуля среди всех мощностей, что объясняется исключительными свойствами пустого множества. Характерно, что специфический характер нуля сохраняется как для сложения, так и для умножения. С этим обстоятельством связано одно принципиальное отличие определяемого ниже мультипликативного уравнения от аддитивного уравнения. 
Для произвольного непустого множества Х и любого одноэлементного множества Y = {y} справедливо равенство

X(Y  = {(x,y) | х(Х}.

Очевидно, оператор  А : Х ( X(Y, характеризуемый соотношением

Ах = (x,y) (х(Х,

является биекцией. Следовательно, множества Х и X(Y обладают одинаковой мощностью. Пользуясь определением умножения, будем иметь:

х SYMBOL 215 \f "Symbol" 1 = х  (х(Сard.
Таким образом, в результате умножения мощности произвольного непустого множества на единицу (мощность одноэлементного множества) получается мощность рассматриваемого множества (см. рис. 3.15).
Замечание 3.59. Аналогичное свойство выполняется и в том случае, когда множество Х пусто.

Замечание 3.60. Свойство единицы по отношению к операции умножения подобны свойствам нуля для операции сложения. С точки зрения теории алгебраических структур (см. этаж 4) единица является единичным элементом на множестве мощностей с операцией произведения. Именно этим серьезным обстоятельством и объясняется использование алгебраического термина "единичный элемент" (часто говорят просто "единица").
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Рис. 3.15. Умножения произвольной мощности на единицу.

Произведение натуральных чисел непременно оказывается натуральным числом. Это объясняется тем обстоятельством, что произведение конечных множеств непременно дает конечное множество. 
Замечание 3.61. Мы вновь столкнулись с индуцированием операции (умножения) из класса мощностей Сard на множество натуральных чисел. Очевидно, на множестве 
[image: image107.wmf]¥

 сохраняются свойства единицы. Однако в процессе индуцировании операции на подмножество далеко не всегда сохраняются свойства единичного элемента. Так, на множестве натуральных чисел имеет смысл операция сложения. Однако при этом отсутствует единичный элемент (число нуль не является натуральным). При рассмотрении алгебраических структур (см. этаж 4) будет отмечено, что из множества мощностей на множество натуральных чисел может быть индуцирована структура аддитивной полугруппы, но никак не аддитивного моноида, что соответствует указанным выше свойствам.

Для дальнейших исследований нам понадобится распространить операцию умножения на целые числа. Произведение х(у целых чисел XE "умножение:целых чисел"  х и у определяется так же, как и раньше, при х, у(
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Замечание 3.62. Данное определение вполне корректно, поскольку включает в себя только уже известные операции умножения на множестве 
[image: image112.wmf]¥

0 и взятия обратного элемента. Очевидно, умножение является операцией на множестве целых чисел, поскольку произведение любых двух элементов множества 
[image: image113.wmf]¢

 является целым числом. Введение умножения на множестве целых чисел осуществляется по схеме, изображенной на рис. 3.9. Действительно, умножение натуральных чисел можно трактовать с двух позиций – с точки зрения мощностей и целых чисел. Согласно приведенному выше определению оба этих подхода приводят к одному и тому же результату, что и обеспечивает корректность данной процедуры.

Для обобщения понятия числа нам понадобится новый тип уравнений. Для произвольного элемента а(
[image: image114.wmf]¢

 зададим оператор  А : 
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 ( 
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  с помощью соотношения

Ах = а ( х  ( х(
[image: image117.wmf].
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Мультипликативным уравнением на множестве 
[image: image118.wmf]¢

 назовем задачу определения такого элемента х, который при данном значении у из 
[image: image119.wmf]¢

 удовлетворяет равенству  
а ( х  =  у.                                             

Мультипликативное уравнение представляет собой задачу определения одного из сомножителей по известным значениям второго сомножителя и произведения. 

Замечание 3.63. Мультипликативное уравнение имеет одно существенное отличие от рассмотренного ранее аддитивного уравнения. Учитывая особую роль нуля по отношению к умножению, отметим, что при а = 0 мультипликативное уравнение не имеет решения для произвольного ненулевого у и имеет своим решением любое целое число при у = 0. Подобное свойство характерно для достаточно широкого класса задач. Его проявлением является знаменитая альтернатива Фредгольма XE "альтернатива Фредгольма" , согласно которой для соответствующего класса уравнений либо рассматриваемое неоднородное уравнение XE "уравнение:неоднородное"  (уравнение со свободным членом у, отличным от нуля) имеет единственное решение, либо соответствующее однородное уравнение XE "уравнение:однородное"  (случай у = 0) имеет нетривиальное (ненулевое) решение, и при этом неоднородное уравнение либо вообще не разрешимо, либо имеет бесконечное множество решений. Аналогичным свойством обладает и система линейных алгебраических уравнений, для которой в случае необратимости матрицы коэффициентов решение либо не существует (неоднородное уравнение), либо оказывается не единственным (однородное уравнение). Во избежание подобных неприятностей в дальнейшем будем считать, что параметр а отличен от нуля.

Очевидно, не для всех значений  а(
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\{0}, у(
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 мультипликативное уравнение разрешимо на множестве целых чисел (например, оно не имеет решения при 
[image: image122.wmf]2,1).
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 С подобной ситуацией уже мы встречались в предшествующей комнате при исследовании аддитивного уравнения. Поэтому наши дальнейшие действия уже не должны вызывать особых возражений. Расширим множество 
[image: image123.wmf]¢

 таким образом, чтобы на получаемом при этом множестве мультипликативное уравнение всегда имело решение.

Определение 3.8. Множеством рациональных чисел  XE "число:рациональное" назовем 
совокупность всевозможных решений мультипликативного уравнения при значениях  
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Естественно, любое целое число может быть решением мультипликативного уравнения (в частности, при а=1), а следовательно, является рациональным.

Замечание 3.64. В принципе, параметр а здесь можно выбирать из класса натуральных чисел. Однако в этом случае будет в определенном смысле нарушено единообразие комнат: элементы каждого последующего числового класса определяются как решения некоторого уравнения с параметрами, выбираемыми из предшествующего класса.

Замечание 3.65. Мы уже отмечали ранее, что любое уравнение, в принципе, имеет решение. Вопрос здесь состоит лишь в том, что мы понимаем под таким решением. В этих условиях мы могли бы смело снять запрет на значение а = 0 в определении множества 
[image: image126.wmf].
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 Действительно, нам ничего не стоит домыслить такой объект, который будучи умноженным в соответствующем смысле на нуль дает конкретное число у. Знаем же мы из математического анализа, что в результате перехода к пределу в процессе раскрытия неопределенности типа 0(( могут получаться любые числа, в частности и данное значение у. Значение а = 0 исключается не потому, что соответствующее ему мультипликативное уравнение вообще не может иметь решения. Нам по силам задать такое решение и даже описать некоторые его свойства. Вот только назвать его рациональным (или каким-либо иным) числом было бы как-то не очень прилично.   

Замечание 3.66. Исторически рациональные числа возникли как раз в процессе решения мультипликативных уравнений. Действительно, пусть требуется разделить по справедливости два яблока на троих человек. Хотелось бы узнать, что же получает каждый из этих счастливчиков. Решая мультипликативное уравнение 3(х = 2, мы вводим некую величину, обозначаемую, например, через 2/3 и называемую "две третьих", которая согласно принятой договоренности тоже почему-то считается числом, только не целым, а рациональным (дробным). 

Определим умножение на множестве рациональных чисел. Для любых x, x'(
[image: image127.wmf]¤

 существуют такие целые числа a, a', y, y', первые два из которых отличны от нуля, что имеют место равенства  а(х = у, а'(х' = у'. Произведением XE "произведение:рациональных чисел"  x ( x' рациональных чисел x и x' назовем решение z  мультипликативного уравнения (см. рис. 3.16).
(а ( а') ( z  =  (у ( у').
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Рис. 3.16. Умножение рациональных чисел.
Замечание 3.67. Поскольку выражения в круглых скобках являются целыми числами, причем первое из них отлично от нуля, мы действительно получаем некоторое рациональное число, которое и называется произведением. Тем самым на множестве рациональных чисел задается операция умножения. Мы вновь имеем дело с продолжением операции (умножения) с данного множества (целые числа) на более широкое (рациональные числа). Определенная операция соответствует естественному умножению рациональных чисел.

Пусть х есть ненулевое рациональное число, т.е. существуют такие значения а, у(
[image: image129.wmf]¢

\{0}, что имеет место равенство а(х=у. Обратным числом XE "число:обратное"  х-1 назовем рациональное число z, удовлетворяющее уравнению у(z = а. Отметим, что произведение x(х-1 удовлетворяет равенству 

(а ( у) ( (x ( х-1)  =  (а ( у).

Учитывая свойства единицы, установим соотношение

x ( х-1  =  1  (х(
[image: image130.wmf]¤

\ {0}.

Итак, любому отличному от нуля рациональному числу х можно поставить в соответствие такое число х-1, что их произведение дает единицу.

Замечание 3.68. Обратное число для рациональных чисел аналогично противоположному целому числу – результат операции над данным и обратным (противоположным) числом дает единичный элемент в смысле рассматриваемой операции. В отличие от аддитивного случая существует одно число – нуль, которое не обладает обратным. С позиции теории алгебраических структур (см. этаж 3) это означает, что множество рациональных чисел в отличие от разности 
[image: image131.wmf]¤

\{0} не образует мультипликативную группу.

Замечание 3.69. Целые числа можно получить путем дополнения к полученному в предшествующей комнате множеству 
[image: image132.wmf]¥

0 противоположных элементов. В данном же случае пополнение множества всех целых чисел соответствующими обратными элементами не исчерпывает все множество рациональных чисел. Это еще раз показывает, что операции сложения и умножения существенно различаются своими свойствами.

Для любых значений а(
[image: image133.wmf]¤

\{0}, у(
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 решением мультипликативного уравнения оказывается х = а-1(у. Действительно, подставляя это значение в левую часть мультипликативного уравнения и учитывая установленные ранее свойства умножения, имеем
а ( (а-1 ( у)  =  (а ( а-1) ( у  =  1 ( у  =  у.

Для обозначения соответствующего решения используется сокращенная форма записи у/а. Последнее выражение дает представление произвольного рационального числа в виде дроби. 
Замечание 3.70. Как и в случае целых чисел, мы можем дать альтернативное определение рационального числа х, понимая под ним пару целых чисел (а,у) соответствующих ему параметров мультипликативного уравнения, что характеризует дробь у/а. Естественно, надо иметь в виду, что различные пары (дроби) могут определять одно и то же рациональное число, что соответствует правилу сокращения дробей. Все дальнейшие действия над рациональными числами можно свести к соответствующим свойствам пар целых чисел.

Замечание 3.71. С алгебраической точки зрения множество рациональных чисел представляет собой поле частных XE "поле:частных"  кольца целых чисел (см. этаж 4, блок В).

Попробуем понять, как далеко мы продвинулись вперед, перейдя от целых чисел к рациональным. Очевидно, все рациональные числа можно расположить в виде последовательности дробей: 


[image: image135.wmf]¤

 = {0, 1, -1, 1/2, -1/2, 2/1, -2/1, ... , y/a, -y/a, a/y, -a/y, ... }.

Таким образом, любому рациональному числу однозначно соответствует натуральное число, являющееся порядковым номером данного числа в указанной последовательности. Следовательно, множество рациональных чисел счетно.
Замечание 3.72. Рациональное число характеризуется парой целых чисел – числителем и знаменателем. Отметим, что мощность произведения множества целых чисел на себя равна мощности исходного множества 
[image: image136.wmf]¢

. В действительности, мощность произвольной конечной степени любого бесконечного множества равна мощности самого множества.
Для выхода за пределы множества 
[image: image137.wmf]¤

попытаемся открыть следующую дверь уже имеющимся ключом. Попробуем расширить множество рациональных чисел, рассмотрев мультипликативное уравнение с рациональными параметрами. Однако, повторяя приведенные ранее рассуждения, установим, что для любых значений а(
[image: image138.wmf]¤

\{0}, у(
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 мультипликативное уравнение имеет решение 
[image: image140.wmf]1
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 Полученные результаты говорят о том, что переход к рассмотрению мультипликативного уравнения на множестве рациональных, а не целых чисел, не приводит к дальнейшему расширению числовых множеств (см. рис. 3.17). Таким образом, ключ, связанный с операцией умножения, не позволяет нам выйти за пределы нашей комнаты и расширить множество рациональных чисел. Однако в нашей связке алгебраических ключей был еще и тот, которым мы открыли предшествующую комнату. 

Проверим возможность построения дальнейшего расширения на основе аддитивного уравнения. Для этого естественно следует сначала распространить операцию сложения на множество рациональных чисел. Для любых рациональных чисел  х = у/а, х' = у'/а'  назовем  их суммой  XE "сумма:рациональных чисел" выражение
х + х'  =  (а ( у'  +  а' ( у) / (а ( а').

Согласно этому определению сложение является операцией на множестве рациональных чисел. При этом для любых рациональных чисел а, у аддитивное уравнение имеет единственное решение. Таким образом, рассмотрение аддитивного уравнения на множестве рациональных чисел также не приводит к расширению класса числовых множеств. Дальнейшее обобщение понятия числа связано с рассмотрением другого класса уравнений. 
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Рис. 3.17. Мультипликативное уравнение расширяет класс 
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 но не 
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Комната 3.5. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ЧИСЛА

Исследования по теории чисел стоят мне наибольших усилий, но, должно быть, имеют наибольшую ценность.

           Жозеф Луи ЛАГРАНЖ

Для того чтобы открыть следующую дверь, воспользуемся сразу двумя ключами, находящимися в нашем распоряжении. Обратимся к новому классу уравнений, который выведет нас к чрезвычайно широкому числовому множеству. Оперируя со сложением и умножением одновременно, приходим к соотношению 
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, аi – рациональные числа, i = 0,...,n, а через хm обозначено 
m-кратное произведение числа х на себя. Задачу нахождения такой величины х, которая удовлетворяет равенству, назовем алгебраическим уравнением XE "уравнение:алгебраическое"  n-ого порядка на 
[image: image146.wmf]¤

. 

Замечание 3.73. При n = 1 алгебраическое уравнение превращается в мультипликативное.

Замечание 3.74. Левую часть равенства алгебраического уравнения называют полиномом XE "полином"  или многочленом XE "многочлен"  n-ого порядка с коэффициентами аi и переменной х. Решения алгебраического уравнения (корни полинома) – это те точки х, в которых график соответствующей функции пересекает координатную ось (см. рис. 3.18).
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Рис. 3.18. Алгебраические числа – корни полинома.

Определение 3.9. Множеством алгебраических чисел XE "число:алгебраическое"  назовем 
совокупность всевозможных решений алгебраического уравнения на 
[image: image148.wmf].
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Замечание 3.75. В отличие от двух предшествующих случаев нам удалось расширить числовое множество, не вводя новую операцию, а используя лишь комбинацию имеющихся – сложения и умножения.

Множество алгебраических чисел существенно шире, чем 
[image: image149.wmf]¤

. В частности, даже квадратное уравнение (случай n = 2) имеет решения, не являющиеся рациональными числами. Так, при а0 = -2, а1= 0, а2 = 1 его решением оказывается иррациональное число х = (2, а при а0 = 1,  а1 = 0, а2 = 1 – мнимое число  х = i.

Замечание 3.76. Строгое определение иррациональных и мнимых чисел будет дано в комнатах 3.6 и 3.7.

Если число х является алгебраическим, то среди всех полиномов, имеющих х в качестве корня существует единственный наименьшей степени со страшим коэффициентом, равным единице. Этот полином называется каноническим полиномом XE "полином:канонический алгебраического числа"  алгебраического числа х, а его степень – степенью XE "степень:алгебраического числа"  данного числа. Так, любое рациональное число а является алгебраическим числом первой степени с каноническим полиномом 
[image: image150.wmf].

xa

-

 Вторую степень имеют алгебраические числа (2 и i, имеющие канонические полиномы, соответственно, 
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Алгебраическое число называется целым XE "число:целое алгебраическое" , если все коэффициенты в его каноническом полиноме являются целыми числами. В частности, любой элемент 
[image: image153.wmf]a
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 является алгебраическим целым числом, поскольку его канонический полином имеет вид  
[image: image154.wmf].
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 Целыми оказываются и определенные выше алгебраические числа (2 и i.
Замечание 3.77. Для алгебраических целых чисел остаются в силе многие свойства обычных целых чисел. Однако некоторые свойства все-таки нарушаются. В частности, согласно основной теореме арифметики XE "теорема:основная арифметики"  любое натуральное число однозначно разлагается в произведение простых чисел (с точностью до порядка сомножителей). Однако для алгебраических целых чисел это свойство нарушается. Так, на множестве алгебраических целых чисел для числа 6 имеются следующие разложения 
[image: image155.wmf]623(15i)(15i).
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 Последние два алгебраических числах действительно являются целыми, будучи корнями полинома 
[image: image156.wmf]2
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 Однозначность разложения можно восстановить путем расширения множества алгебраических целых чисел за счет пополнения его некоторыми объектами, называемыми идеальными числами XE "число:идеальное" . В этом случае участвующие в разложении сомножители уже не будут простыми. Так, предположив существование таких объектов 
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, что имеют место равенства 
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 установим, что оба указанных разложения числа 6 на сомножители совпадают и приводятся к виду 
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Замечание 3.78. Множество алгебраических чисел также счетно. Алгебраическое число определяется конечным числом n+1 рациональных чисел – коэффициентов алгебраического уравнения. Мы могли бы интерпретировать алгебраическое число как упорядоченный набор n+1 соответствующих рациональных чисел.

Дальнейшее серьезное обобщение понятия числа уже не может быть получено алгебраическими средствами – за счет исследования каких-либо уравнений. 
Замечание 3.79. Это обстоятельство имеем принципиальный характер. Как мы убедимся в последующей комнате, очередной обитатель этажа (множество действительных чисел) оказывается несчетным объектом. Любая алгебраическая операция связана с конечной процедурой (ставит в соответствие конечному числу элементов данного множества конкретный элемент того же множества, см. этаж 4, блок В). Наивно было бы рассчитывать, что за конечное число действий над элементами бесконечного множества можно изменить его мощность. 

Итак, мы прошли весь блок до конца. Теперь нам приходится привлекать качественно новый математический аппарат (в терминах последующего этажа – новые структуры). Однако сначала мы вернемся в предшествующую комнату – к рациональным числам, ненадолго заглянув на второй этаж, чтобы пополнить имеющийся в нашем распоряжении инструментарий.

Замечание 3.80. К алгебраическим уравнениям мы еще вернемся при исследовании комплексных чисел  (см. комната 3.7).
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ЧИСЛА

Блок С  
СЕЧЕНИЯ
Если бы не числа и их природа,

то ничего существующее нельзя было бы постичь 

ни само по себе, ни в его отношении к другим вещам.

ФИЛОЛЕЙ
M.C..Escher's "Colonnade of  St.Peter's in Rome" (  Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Все вещи – суть числа.

ПИФАГОР

Мы вступаем в новый блок третьего этажа, заселенный числами 
принципиально иной природы – сечениями. Для их определения потребуется другие математические конструкции, связанные со структурами порядка (см. этаж 4, блок А). В единственной комнате обитают многочисленные действительные числа, играющие ведущую роль во многих разделах Математики, в частности, в  анализе  и  геометрии. Мы убедимся, что при определении одного действительного числа используется бесконечное множество рациональных чисел, чем и обусловлена несчетность нового числового класса.
Комната 3.6. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА

Все действительное разумно и все разумное действительно.

Георг Вильгельм Фридрих ГЕГЕЛЬ
До сих пор при движении от одной комнате настоящего этажа к другой мы двигались строго последовательно. Для дальнейшего продвижения вперед нам придется вернуться от алгебраических чисел назад к рациональным. 

Замечание 3.81. Вспомним, однако, что с иррациональными числами мы впервые столкнулись как раз при исследовании алгебраических чисел. В то же время к числу алгебраических чисел относится мнимая единица, не являющаяся действительным числом.
Ранее было введено отношение SYMBOL 163 \f "Symbol" в классе мощностей Card, а значит, и на его подмножестве 
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0. Распространим его на множество рациональных чисел. Определим сначала множество неотрицательных рациональных XE "число:неотрицательное"  чисел
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Для любых рациональных чисел х, у условие х(у предполагает существование такого числа 
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¤

, что справедливо равенство x + z = y. При х(у и х(у используется запись x<y.

Замечание 3.82. Отношение ( на множестве 
[image: image165.wmf]¤

 (а в равной степени, на Card и на 
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0) является рефлексивным, транзитивным и антисимметричным, что соответствует отношению порядка (см. этаж 4, блок А). 

Замечание 3.83. Подобно рассмотренным ранее операциям мы сначала ввели порядок на множестве мощностей, затем индуцировали его на подмножество 
[image: image167.wmf]¥

0, а потом продолжили его на более широкое множество рациональных чисел. Это, в частности, означает, что отношения ( на 
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0, как на подмножествах 
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 и Card совпадают. Обращаем внимание на то, что, хотя между операциями и порядком, казалось бы, нет ничего общего, исследование осуществляется по одной и той же схеме. В действительности, как операции, так и порядок, наделяют множество некоторой структурой (хотя и разной природы). Общая теория структур и структуризованных множеств рассматривается на следующем этаже.

Для введения следующего класса числовых множеств нам понадобятся некоторые вспомогательные понятия, связанных со свойствами упорядоченности. Пара непустых подмножеств Y и Z множества 
[image: image170.wmf]¤

, образующих его разбиение, называется сечением XE "сечение:рациональное" , если выполнено соотношение y<z (y(Y, z(Z.

Замечание 3.84. Для определения сечения достаточно указать лишь один, а не два класса, поскольку второй из них однозначно определяется первым. 

Введенное сечение множества рациональных чисел обозначается через Y|Z, причем множества Y и Z называют нижним и верхним классами сечения. Элемент х называется наибольшим (наименьшим) на множестве М из 
[image: image171.wmf]¤

, если справедливо условие у(х (соответственно, х(у) для любого  у(М.

Замечание 3.85. Наименьший и наибольший элементы определяются на произвольном упорядоченном множестве и исследуются в рамках теории структур порядка, расположенной в блоке А четвертого этажа.

Для произвольного рационального числа х рассмотрим следующие множества:
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Они определяют сечения Y1|Z1 и Y2|Z2 на множестве рациональных 
чисел, причем множество Y1 обладает наибольшим элементом, а Z2 – наименьшим. Тем самым, любое рациональное число определяет ровно два сечения множества 
[image: image173.wmf]¤

, в одном из которых нижний класс обладает наименьшим элементом, а в другом верхний класс имеет наибольший элемент.

Отметим, однако, что сечения множества 
[image: image174.wmf]¤

 могут быть заданы не только рациональными числами. В частности, множества
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также образуют разбиение множества рациональных чисел, причем любой элемент из Y не превосходит любого элемента множества Z. Таким образом, мы получаем некоторое сечение Y|Z. Однако в этом сечении ни нижний класс не обладает наибольшим элементом, ни верхний класс не обладает наименьшим. Тем самым можно заключить, что существуют два принципиально разных семейства сечений множества 
[image: image176.wmf]¤

. Одни из них определяются рациональными числами, а другие – нет. Сечения, не представимые рациональными числами (т.е. те, у которых нижний класс не имеет наибольшего элемента, а верхний – наименьшего), называют иррациональными числами XE "число:иррациональное" . Согласно данному определению рассмотренное выше сечение Y|Z является иррациональным числом, которое обычно обозначают через (2.

Замечание 3.86. Отсутствие как наибольшего элемента нижнего класса, так и наименьшего элемента верхнего класса сечения наводит на мысль об отсутствии непрерывности расположения объектов на рациональной числовой прямой. Это обстоятельство и служит мотивом для соответствующего расширения множества рациональных чисел.
Замечание 3.87. Складывается впечатление, что приведенное выше определение иррациональных чисел существенно отличается от того, что мы себе интуитивно представляем. Еще можно смириться с тем, что натуральные числа в действительности оказываются мощностями некоторых множеств, а целые, рациональные и алгебраические на самом деле представляют собой решения некоторых уравнений. В этих случаях мы уподобляемся известному герою Мольера, который всю сознательную жизнь уверенно изъяснялся прозой, ничуть не подозревая об этом. А когда ему популярно разъяснили, что его речь есть проза, он принял сказанное как должное, благо сей поразительный факт никак не отразился на его жизни... С другой стороны, мы-то как будто понимаем, что иррациональные числа – это никакие ни сечения (пары специфических множеств рациональных чисел), а обыкновенные числа, естественным образом возникающие в алгебре или геометрии. Так, определенное выше число (2 можно интерпретировать как корень соответствующего квадратного уравнения или как длину гипотенузы равнобедренного прямоугольного треугольника, катеты которого имеют единичную длину. Число ( хотя и не может быть решением какого-либо алгебраического уравнения, но все равно является вполне осязаемой величиной – отношением длины произвольной окружности к диаметру соответствующего круга (опять же никаким не сечением!). Рациональные и иррациональные числа оказываются тем самым однотипными объектами (см. рис. 3.19). Однако будем последовательными. Коль скоро элементами числовых множеств у нас уже оказались мощности и корни уравнений (и мы это стерпели!), то почему бы к ним не добавить и такие вполне добропорядочные объекты, как сечения? Лишь бы в результате у нас получилась логически безупречная теория, причем ни какая-нибудь, а именно та, которая нам нужна на данном этапе, т.е. теория действительных чисел. Говорил же в свое время Давид Гильберт, что в математике ничего не изменится, если вместо терминов "точки", "прямые" и "плоскости" использовать наименования "столы", "стулья" и "пивные кружки". Вспомним также, что целые и рациональные числа мы уже интерпретировали как пары соответственно натуральных и целых чисел. Отсюда уже недалеко до понимания действительных чисел как пары множеств рациональных чисел.
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Рис. 3.19. Длины катетов и диаметра рациональны,

а длины гипотенузы и окружности – иррациональны.

Очевидно, алгебраическое число (2 задает некоторое иррациональное число, т.е. сечение. Мы можем для обозначения этого алгебраического числа и определяемого им сечения использовать один и то же символ. Это не приведет к каким-либо недоразумениям, поскольку любому свойству данного алгебраического числа непременно соответствует аналогичное свойство одноименного с ним сечения. 
Замечание 3.88. В таком случае говорят, что рассматриваемые два объекта (здесь – алгебраическое число и сечение) изоморфны XE "изоморфизм" . Отметим, что в Математике практически все результаты устанавливаются с точностью до изоморфизма – взаимно однозначного преобразования, сохраняющего (в обе стороны) все представляющие интерес свойства исследуемых объектов. В рамках конкретной теории просто не существует способа, позволяющего различать изоморфные объекты. Различие может быть установлено лишь при выходе в более содержательную теорию, где эти объекты уже не будут изоморфными. Вспомним, что Математика вообще изучает не реально существующие объекты, а исключительно некие абстракции. Чисел как таковых в природе не существует, как действительных (сечений или каких-либо еще), так и натуральных (интерпретируемых мощностями или как-нибудь иначе). К подобным вопросам мы еще неоднократно будем возвращаться на последующих этажах.

Можно пойти дальше, и отождествить уже рациональные числа с определяемыми ими сечениями множества 
[image: image178.wmf]¤

, т.е. для введенных ранее сечений Y1|Z1 и Y2|Z2, характеризуемых рациональным числом х, использовать наименование "рациональное число х". Не должно нас пугать и то обстоятельство, что два сечения Y1|Z1 и Y2|Z2 получат одинаковое обозначение х. Мы можем выполнить процедуру факторизации, т.е. считать эти сечения эквивалентными. В результате этого каждому классу эквивалентности будет соответствовать единственное рациональное число. На основе приведенных рассуждений приходим к следующему определению.

Определение 3.10. Совокупность всевозможных сечений множества рациональных чисел называется множеством действительных чисел 
[image: image179.wmf]¡

 XE "число:действительное" .
Замечание 3.89. Приведенное выше определение действительных чисел исходя из понятия сечения (фактически – с помощью структур порядка), не является единственно возможным. Множество действительных чисел можно интерпретировать и как пополнение множества рациональных чисел в естественной метрике, т.е. как предел последовательности рациональных чисел (см. этаж 4,  блок С). Подобное определение эквивалентно приведенному выше. На этом пути также достигается желаемая цель, но с прохождением большего числа комнат. 
Замечание 3.90. Для любых двух действительных чисел можно оценить близость их взаимного расположения. Именно с этим связано упомянающееся выше понятие метрики. Расспространяя это свойство на объекты произвольной природы, можно прийти к теории топологических структур (см. этаж 4, блок С). Отталкиваясь от еще одного естественного свойства действительных чисел – длины отрезка числовой прямой, можно прийти к измеримым структурам (см. этаж 4, блок D). Важность чисел в том и состоит, что они моделируют важнейшие свойства математических объектов любой природы.
Замечание 3.91. Помимо указанных выше способов определения действительных чисел, восходящих к Р. Дедекинду (на основе сечения) и 
Г. Кантору (на основе пополнения), а также близкой к последнему схемы 
К. Вейерштрасса (использование десятичных дробей), существует также аксиоматический подход. В этом случае под множеством действительных чисел понимают совокупность объектов, удовлетворяющих некоторой системе аксиом порядковой, алгебраической и топологической природы (см. этаж 5). Такой подход в полной степени соответствует описанному ранее способу задания множества посредством указания определяющего свойства его элементов. В этом случае мы избавлены от необходимости выводить теорию действительных чисел из соответствующей теории рациональных чисел, т.е. можем начинать исследования непосредственно из выбранной системы аксиом. В то же время аксиоматический подход не конструктивен, поскольку с его помощью мы не только не найдем действительные числа в явном виде, но даже не сможем быть уверенными в их существовании. С другой стороны, определение действительных чисел через сечения или пополнение вполне конструктивно, а весь джентльменский набор аксиом действительного числа может быть получен как следствие соответствующих свойств рациональных чисел. Мы отдаем предпочтение такому подходу, поскольку это в большей степени отвечает духу настоящей книги.

Итак, действительные числа оказываются либо рациональными, либо иррациональными. В обоих случая под действительным числом понимаются сечения. Попытаемся уяснить, насколько существенным оказался наш переход от предшествующего блока числовых множеств к настоящему. Для этого установим мощность рассматриваемого множества. Отметим сначала, что множество действительных чисел равномощно единичному интервалу
(0,1) = {х(
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| 0<x<1}.

В качестве соответствующей биекции можно взять, например, функцию  f(x) = ctg((x). Предположим теперь, что этот интервал (а значит, и множество действительных чисел) является счетным. Тогда его элементы можно записать в виде некоторой последовательности {xk}. Любое число xk((0,1) представимо в виде десятичной дроби 

xk = 0.xk1xk2 ... ,

где {xki} – десятичные цифры. Рассмотрим некоторое число

у = 0.у1у2 ... ,
где цифры уi выбираются из следующих соображений. Цифра у1 выбирается отличной от x11, у2 – от x22 и т.д. Во избежание неоднозначности представления десятичных чисел будем считать, что все цифры, входящие в определение у, отличны от нуля и девяти. В результате заключаем, что число у отлично от любого xk по крайней мере в k-ом десятичном знаке. Итак, существует, по крайней мере, одно число у (ох, далеко не одно!) из единичного интервала, которое не представлено в последовательности {xk}. Следовательно, рассматриваемый интервал, а значит, и все множество действительных чисел, не является счетным. Мощность соответствующего множества называется континуумом XE "континуум" .
Замечание 3.92. В приведенных выше рассуждениях мы фактически пользовались интерпретацией действительных чисел как десятичных дробей.
Замечание 3.93. Фактически в основе доказательства несчетности множества действительных чисел и всевозможных последовательностей натуральных чисел (см. пример 3.1) лежит один и тот же метод диагонализации XE "метод:диагонализации" . В его основе лежит рассмотрение двухиндексных последовательностей с последующим переход к соответствующей одноиндексной последовательности диагональных элементов.
Замечание 3.94. Стоит ли удивляться несчетности множества действительных чисел? Любой объект из предшествующих классов числовых множеств определялся с помощью  конечного  числа объектов предшествующего класса. В этой связи при переходе от одного числового множества к другому мощность не менялась (исключая, конечно, переход из первой комнаты во вторую). Однако действительное число (сечение) характеризуется уже бесконечным множеством (нижним или верхним классом сечения) рациональных чисел. При определении множества действительного числа на основе процедуры пополнения каждому действительному числу ставится в соответствие последовательность рациональных чисел, т.е. опять-таки бесконечное множество.

Замечание 3.95. Разница в мощности множеств действительных и рациональных (или алгебраических) чисел означает, что не существует элементарной процедуры (в частности, уравнения), позволяющей вывести действительные числа из рациональных. Любое конкретное уравнение обычно включает в себя лишь конечное число параметров. Если бы существовало уравнение с рациональными коэффициентами, однозначно определяющее любое действительное число, то это бы означало, что имеется биекция между конечным произведением множества рациональных чисел на себя и множеством действительных чисел. Однако конечная степень 
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 является счетным множеством. Следовательно, произвольное действительное число в принципе не может быть получено как решение какого-либо уравнения с рациональными коэффициентами, т.е. не существует алгебраического определения действительных чисел.
Замечание 3.96. Мощностью континуум обладает булеан множества рациональных (или натуральных) чисел.

Замечание 3.97. Отметим континуум-гипотезу Кантора XE "континуум-гипотеза" , согласно которой не существует промежуточной величины между мощностью счетного множества и континуумом. Характерно, что как данное утверждение, так и его отрицание в равной степени не противоречат основным системам аксиом теории множеств. Этот результат является проявлением знаменитой теоремы Гёделя XE "теорема:Гёделя" , согласно которой в рамках любой достаточно содержательной системы аксиом найдется такое высказывание, справедливость которого нельзя ни доказать, ни опровергнуть. Таким образом, добавляя к имеющейся системе аксиом утверждение о выполнении, а в равной степени – и невыполнении континуум-гипотезы, мы получим расширенную систему аксиом, являющуюся непротиворечивой. Естественно, и для нее можно подобрать некоторое заведомо не доказуемое высказывание.

Замечание 3.98. Из несчетности множества действительных чисел следует, что абсолютное большинство из них не только не рациональны, но даже и не являются алгебраическими, т.е. не могут быть получены как решения какого-либо алгебраического уравнения. Это объясняется тем фактом, что при исключении из множества 
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 всех алгебраических чисел получается множество, также имеющее мощность континуум. Отметим также, что не все алгебраические числа оказываются действительными. В частности, мнимая единица является решением квадратного уравнения с рациональными параметрами. Таким образом, множества алгебраических и действительных чисел не вложены одно в другое. Именно поэтому действительные числа были определены нами как обобщения рациональных, а не алгебраических чисел. 
Как и раньше нас вдохновляет желание проникнуть в последующие комнаты этажа (на существование хотя бы одной такой комнаты указывают встретившиеся в предшествующей комнате мнимые числа). Для этого естественно воспользоваться уже достаточно хорошо освоенными приемами. Покажем, что на полученные объекты распространяются естественные свойства числовых множеств, т.е. сечения можно сравнивать, складывать, умножать и т.д., причем за этими действиями стоят хорошо знакомые нам процедуры.

Обратимся, прежде всего, к отношению порядка. Зададим множество неотрицательных действительных чисел:
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Его элементы представляют собой такие сечения множества рациональных чисел, у которых верхний класс является подмножеством 
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¤

. Как видно из рис. 3.20, такое понимание неотрицательного действительного числа согласуется с известным представлением. Для любых действительных чисел х, у условие х(у предполагает существование такого числа 
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, что справедливо равенство x+z = y. Как и раньше, условие x<y означает, что х(у, но х(у. 

Замечание 3.99. Процедура введения отношения порядка на множестве действительных чисел фактически повторяет аналогичное определение для рациональных чисел.

Замечание 3.100. В данном случае мы фактически продолжаем отношение порядка с множества рациональных чисел на множество действительных чисел.
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Рис. 3.20. При  
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Рис. 3.21. Сложение действительных чисел (сечений).

Теперь можно ввести естественным образом понятие сечения на множестве действительных чисел. При этом каждое действительное число определяет ровно два сечения, в первом из которых нижний класс имеет наибольший элемент, а во втором верхний – наименьший элемент. Характерно, что других сечений множество действительных чисел не имеет. Таким образом, дальнейшее расширение числовых множеств на основе перехода к сечениям (а в равной степени, и к пополнениям, см. этаж 4, блок С) не представляется возможным. 

Итак, с помощью сечений мы не смогли продвинуться вперед и расширить множество действительных чисел. Однако не исключено, что более успешным окажется использование связки алгебраических ключей. Попробуем распространить на множество действительных чисел операции сложения и умножения и рассмотреть соответствующие уравнения с действительными параметрами.

Пусть х и х' есть действительные числа, определяемые сечениями Y|Z и Y'|Z' на 
[image: image189.wmf]¤

. Их суммой XE "сумма:действительных чисел"  назовем число х+х', удовлетворяющее условию
у + у' ( х + х' ( z + z'  (y(Y, z(Z, y'(Y', z'(Z'.
Суммы рациональных чисел у+у' и z+z' имеют естественный смысл, а выражение х+х' соответствует некоторому сечению на 
[image: image190.wmf]¤

 (см. рис. 3.21). Тогда оно оказывается действительным числом. Тем самым мы имеем операцию на множестве действительных чисел. Эта операция оказывается продолжением операции сложения рациональных чисел на множество 
[image: image191.wmf]¡

. Теперь можно рассмотреть аддитивное уравнение с действительными параметрами. Нетрудно убедиться, что для любых действительных значений а, y оно имеет единственное решение х(
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, определяемое по той же формуле, что и раньше. Таким образом, выход за пределы множества действительных чисел на основе аддитивного уравнения оказывается невозможным.

Для определения мультипликативного уравнения на множестве 
действительных чисел необходимо распространить на последнее операцию умножения. С этой целью введем сначала понятие модуля |х| действительного числа х. Определим  |х| = х при 
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, и |х| = -х при х(
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+, где -х = (-Y)|(-Z), а под (-Y) понимается множество таких рациональных чисел -у, что y(Y (множество (-Z) определяется аналогично). Если хотя бы одно из действительных чисел х или х' равно нулю, то произведение XE "произведение:действительных чисел"   х ( х' полагается равным нулю.  Для ненулевых значений х,х'(
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+ в качестве их произведения выбирается число, удовлетворяющее условию
у ( у' (  х ( х'  (  z ( z'  (y(Y, z(Z, y'(Y', z'(Z'.

Для произвольных чисел х, х', отличных от нуля, под их произведением понимается произведение их модулей, если оба они принадлежат множеству 
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+ или его дополнению в 
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, и величина (-|х| ( |х'|), если одно из них принадлежит множеству 
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+,  а другое – его дополнению в 
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+. Нетрудно убедиться, что получаемое согласно этому определению выражение х(х' оказывается действительным числом. Таким образом, мы имеем операцию на множестве действительных чисел, которая оказывается продолжением операции умножения рациональных чисел. При этом мультипликативное уравнение для всех действительных значений а (отличных от нуля) и y имеет единственное решение х(
[image: image201.wmf]¡

. Тем самым и операция умножения не выведет нас на более широкое числовое множество. Естественно, решение общего алгебраического уравнения на множестве действительных чисел может и не быть действительным числом. Однако определение более широкого числового класса принято осуществлять иным способом. Мы подходим к заключительному блоку третьего этажа.
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ЧИСЛА

Блок D
ВЕКТОРЫ
Можно было бы спросить, для чего нужны

эти невозможные решения – комплексные корни. 

Я отвечу – по трем причинам: для незыблемости общих правил; 

чтобы не было других решений и по причине их полезности.

Альбер ЖИРАР
M.C..Escher's "Colonnade of  St.Peter's in Rome" (  Cordon – Art – Baarn – Holland. All rights reserved.

Милый друг, иль ты не видишь,
Что все видимое нами

Только тени, только отблеск

От незримого очами?

Владимир СОЛОВЬЕВ

Завершающий блок этажа представлен числами, являющимися по своей природе векторами. Каждый такой объект характеризуется несколькими действительными числами. Так, комплексные числа, могут быть интерпретированы, как пары действительных чисел. Далее мы столкнемся с их обобщением – гиперкомплексными числами, в частности, с кватернионами, характеризуемыми четырьмя действительными числами. На рассматриваемых множествах определены операции сложения и умножения, последняя из которых обладает некоторыми специфическими свойствами. Посещение этого блока, вообще говоря, не обязательно, поскольку важнейшими для нас моделями различных математических конструкций оказываются множества действительных чисел. Однако рассматриваемые ниже объекты имеют как самостоятельное теоретическое значение, так и важные практические приложения.

Комната 3.7. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

Мнимые числа – это прекрасное и чудесное убежище божественного духа, почти сочетание бытия с небытием.
Готфрид Вильгельм ЛЕЙБНИЦ

Хотя комплексные числа впервые появились в процессе решения алгебраических уравнений, их аксиоматическое определение опирается на действительные числа.

Определение 3.11. Множество пар действительных чисел  z = (x,y) 
 с операциями сложения и умножения, характеризуемыми равенствами

z + z'  =  (x,y) + (x',y')  =  (x + x', y + y'),

z ( z'  =  (x,y) ( (x',y')  =  (x ( x'  –  y ( y',  x ( y' + x' ( y).
называется множеством комплексных чисел XE "число:комплексное"  
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.

Замечание 3.101. Вспомним, что целые и рациональные числа ранее мы интерпретировали как пары соответственно натуральных и целых чисел.

Согласно данному определению для любых действительных чисел  х, x' справедливы равенства

(х,0) + (x',0) = ( х + x',0 );  (х,0) ( (x',0) = (х ( x',0).

Таким образом, комплексное число (х,0) оказывается аналогичным 
действительному числу х.

Замечание 3.102. Последний результат говорит о том, что множества 
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 и {(x,0) | x(
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} алгебраически изоморфны (см. этаж 4). В этой связи комплексные числа можно считать обобщениями действительных чисел. 
Справедливо равенство

(0,1) ( (0,1)  =  (0(0 – 1(1, 0(1 +  0(1)  =  (-1,0).

Число (0,1) называется мнимой единицей  XE "единица:мнимая" и обозначается через i. Тогда последнее соотношение можно записать в виде i2 = -1. Любое число вида (0,у) называется мнимым XE "число:мнимое" . Произвольное комплексное число z = (x,y) обычно записывается в виде z = x+iy, причем параметры х и у называются, соответственно, действительной и мнимой частью данного комплексного числа. 

Найдем мощность множества комплексных чисел. Очевидно, множество 
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 равномощно евклидовой плоскости 
[image: image206.wmf]2
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. Последняя, в свою очередь, равномощна квадрату (0,1)2. Покажем, что этот квадрат равномощен единичному интервалу (0,1). Любое число х((0,1) представимо в виде десятичной дроби х = 0.х1х2 ..., где хi – десятичные цифры. Определим оператор А : [0,1] ( [0,1]2 с помощью равенства  Ax = (y,z) , где y = 0.x1x3… , z = 0.x2x4… (см. рис. 3.22). Очевидно, он является биекцией. В частности, соответствующий обратный оператор ставит в соответствие произвольной точке единичного квадрата
с координатами y = 0.у1у2… , z = 0.z1z2… точку единичного отрезка  х = 0.у1z1у2z2… . Таким образом, квадрат оказывается равномощным отрезку, а значит, имеет мощность континуум. Следовательно, эту же мощность имеют евклидова плоскость и множество комплексных чисел.
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Рис. 3.22. Биекция отрезка на квадрат.
Замечание 3.103. Как уже отмечалось, для любого бесконечного множества Х справедливо равенство Card Х = Card Хn для произвольного конечного номера n. Естественно, для конечного множества операция возведения в степень является столь сильным преобразованием, что в его процессе мощность множества возрастает. Однако это преобразование оказывается не столь радикальным, чтобы изменить мощность бесконечного множества.

Рассмотрим теперь алгебраическое уравнение n-ого порядка на множестве комплексных чисел, т.е. задачу нахождения такого числа z(
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, которое удовлетворяет равенству

                               a0  +  a1 ( z  + ... +  an ( zn  =  0                           (3.1)   

при a0, a1, ... , an (
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. Отметим следующее утверждение, называемое теоремой Д’Аламбера – Гаусса XE "теорема:Д’Аламбера - Гаусса" , согласно которой для произвольного натурального n и любых комплексных чисел a0, a1,..., an алгебраическое уравнение (3.1) имеет решение  z(
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.
Замечание 3.104. Перейдя от натуральных чисел к целым, мы добились разрешимости аддитивного уравнения. Расширение множества действительных чисел до множества комплесных чисел обеспечило непременную разрешимость алгебраического уравнения. Мы вновь убеждаемся, что принятое нами деление этажа на блоки исходя из способа построения числовых множеств носит весьма условный характер.
Замечание 3.105. Если z0 – решение рассматриваемого уравнения, то левая часть равенства (3.1) делится без остатка на (z – z0). Результат этого деления представляет собой полином относительно z порядка n-1. Полученное выражение согласно соотношению (3.1) также равно нулю. В результате приходим к алгебраическому уравнению порядка n-1, которое согласно теореме Д’Аламбера – Гаусса также имеет решение из класса комплексных чисел. Мы можем вновь понизить порядок уравнения. Продолжая этот процесс далее, установим, что уравнение (3.1) имеет ровно n решений. Это соответствует утверждению основной теоремы алгебры XE "теорема:основная алгебры" .

Замечание 3.106. Гауссовым XE "число:гауссово"  или целым комплексным числом XE "число:комплексное, целое"  или называется комплексное число с целыми значениями действительной и мнимой части. Среди гауссовых чисел выделяются простые числа так, что разложение любого гауссова числа на простые сомножители оказывается однозначным.
Из указанной теоремы следует, что любое алгебраическое число является комплексным, а множество комплексных чисел оказывается алгебраически замкнутым. Выход за пределы множества комплексных чисел с помощью алгебраических уравнений оказывается невозможным. Отметим, что и комплексными числами не исчерпывается все многообразие числового мира.

Комната 3.8. КВАТЕРНИОНЫ

Число есть начало всех вещей,
воспринимаемых рассудком.

НИКОЛАЙ КУЗАНСКИЙ

Обобщения комплексных чисел называют гиперкомплексными 
числами. XE "число:гиперкомплексное"  Мы ограничимся рассмотрением одного (наиболее интересного)  класса гиперкомплексных чисел – кватернионов.

Определение 3.12. Назовем кватернионом XE "кватернион"   выражение 
х = x0 + x1 i + x2 j + x3 k,

где xn – действительные числа, n = 0, 1, 2, 3, а i, j, k – некоторые базисные элементы.

Замечание 3.107. Очевидно, при x2 = x3 = 0 кватернион х оказывается комплексным числом. Таким образом, переходя к кватернионам, мы вновь расшили класс чисел. 

Замечание 3.108. Множество кватернионов равномощно четырехмерному евклидову пространству 
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, а значит, имеет мощность континуума. 
Замечание 3.109. Кватернион х включает в себя скалярную часть x0 и оставшуюся векторную часть. Векторная часть может быть интерпретирована как вращение трехмерного евклидова пространства вокруг трех координатных осей, т.е. фактически – вокруг начала координат. 

На множестве кватернионов аксиоматически задаются операции сложения и умножения. Сложение кватернионов сводится к сложению соответствующих коэффициентов перед базисными элементами:

х + у  =  (x0 +у0) + (x1+у1) i + (x2+у2)  j + (x3+у3) k.

Умножение кватернионов определяется следующим образом:

х ( у  =  (x0 + x1 i + x2 j + x3 k) ( (у0 + у1 i + у2 j + у3 k),

где скобки раскрываются естественным образом, а умножение базисных элементов осуществляется в соответствии с таблицей 3.1. Так, при умножении второго слагаемого кватерниона х на третье слагаемое кватерниона у получается выражение (x1 i) ( (у2 j) = (x1 у2) (i(j) = (x1 у2) k.

Замечание 3.110. Как видно из приведенной таблицы, умножение кватернионов не коммутативно. Можно показать, что не существует такого обобщения комплексных чисел, для которого естественная операция умножения оказалась бы коммутативной.

Табл. 3.1. Умножение базисных элементов кватернионов.
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	1
	1
	i
	j
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	-1
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	-1
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Замечание 3.111. Дальнейшее обобщение гиперкомплексных чисел сопровождается неминуемым ослаблением их алгебраических свойств. В частности, кватернионы образуют единственное множество со сложением и ассоциативным некоммутативным умножением, для которых произведение двух величин может равняться нулю, исключительно когда один из сомножителей равен нулю. С алгебраической точки зрения (см. этаж 4, блок В) указанный объект называется ассоциативной некоммутативной алгеброй без делителей нуля.  
На этом месте мы завершаем путешествие по третьему этажу, хотя класс гиперкомплексных чисел естественно не ограничивается кватернионами. 
Замечание 3.112. Сюда относятся, к примеру, октавы Кэли XE "октава Кэли" , представляющие собой наборы из восьми действительных чисел, связанных соответствующими операциями сложения и умножения. Характерно, что для операция умножения для них не только не коммутативна, но и не ассоциативна.
По ходу движения было установлено, что рассматриваемые числовые множества обладают разнообразными свойствами. В частности, числа можно располагать по порядку и проводить над ними различные арифметические операции. Для любых двух чисел можно оценить степени их близости. Кроме того, имеется возможность оценить "размер" числового множества, например, длину отрезка числовой прямой. В дальнейшем мы попытаемся наделять объекты общего вида аналогичными свойствами. Получаемые в результате множества называются структуризованными. Они-то и являются обитателями следующего этажа нашего здания.

Замечание 3.113. Мы в определенной степени познакомились с важнейшими числовыми классами. Однако вне нашего внимания осталась собственно, теория чисел XE "теория чисел"  – интереснейший раздел Математики, занимающийся изучением целых (иногда, рациональных) чисел. В ее состав входят аналитическая теория чисел XE "теория:чисел, аналитическая" , включающая в себя, в частности, исследование распределения простых чисел, разложение натуральных чисел на слагаемые определенного вида, теорию алгебраических и трансцендентных чисел; алгебраическая теория чисел XE "теория:чисел, алгебраическая" , изучающая свойства целых чисел полей алгебраических чисел; теория диофантовых уравнений, в которой исследуются целые или рациональные решения алгебраических уравнений; теория диофантовых приближений XE "диофантовы приближения" , связанная с аппроксимацией действительных чисел рациональными; геометрическая теория чисел XE "теория:чисел, геометрическая" , изучающая теоретико-числовые проблемы с помощью геометрических методов; вероятностная теория чисел XE "теория:чисел, вероятностная" , связанная с изучением распределения значений арифметических функций (их аргументами и значениями служат натуральные числа) и др. Часть Математики, изучающая числа, составляет арифметику XE "арифметика" .
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